Modelling and control of wheeled mobile robots by Jonszta, David
VYSOKÉ UČENÍ TECHNICKÉ V BRNĚ
BRNO UNIVERSITY OF TECHNOLOGY
FAKULTA ELEKTROTECHNIKY A KOMUNIKAČNÍCH
TECHNOLOGIÍ
ÚSTAV AUTOMATIZACE A MĚŘICÍ TECHNIKY
FACULTY OF ELECTRICAL ENGINEERING AND COMMUNICATION
DEPARTMENT OF CONTROL AND INSTRUMENTATION
MODELOVÁNÍ A ŘÍZENÍ MOBILNÍCH KOLOVÝCH
ROBOTŮ
MODELLING AND CONTROL OF WHEELED MOBILE ROBOTS
DIPLOMOVÁ PRÁCE
MASTER'S THESIS
AUTOR PRÁCE Bc. DAVID JONSZTA
AUTHOR
VEDOUCÍ PRÁCE prof. Ing. FRANTIŠEK ŠOLC, CSc.
SUPERVISOR
BRNO 2008
VYSOKÉ UČENÍ
TECHNICKÉ V BRNĚ
Fakulta elektrotechniky 
a komunikačních technologií
Ústav automatizace a měřicí
techniky
Diplomová práce
magisterský navazující studijní obor
Kybernetika, automatizace a měření
Student: Jonszta David Bc. ID: 88632
Ročník: 2 Akademický rok: 2007/2008
NÁZEV TÉMATU:
Modelování a řízení mobilních kolových robotů
POKYNY PRO VYPRACOVÁNÍ:
Sestavte modely mobilních robotů s různými druhy kolových podvozků. Proveďte simulační pokusy a
verifikaci správnosti navržených modelů. Porovnejte kinematické a dynamické modely fotbalových
robotů. Pro vybrané modely navrhněte způsob jejich řízení.
DOPORUČENÁ LITERATURA:
Šolc F.,Hrabec J.,Grepl R.:"Modelling of Fast Differentially Driven Mobile Robot". 3rd Int. Winter
Workshop NETSS 2006, MARQ, Ostrava 2006
Siegwart R., Nourbakhsh I.R.:Introduction to Autonomous Mobile Robots, MIT Press 2004
Solc F., Sembera J.:Kinetic Model of a Skid Steered Robot, to appear at WSEAS WSEAS Conference in
Cambridge, UK,
February 20-25, 2008
 
Termín zadání: 3.12.2007 Termín odevzdání: 26.5.2008
Vedoucí práce: prof. Ing. František Šolc, CSc.
prof. Ing. Pavel Jura, CSc.
předseda oborové rady
UPOZORNĚNÍ:
Autor diplomové práce nesmí při vytváření diplomové práce porušit autorská práve třetích osob, zejména nesmí zasahovat
nedovoleným způsobem do cizích autorských práv osobnostních a musí si být plně vědom následků porušení ustanovení § 11 
a následujících autorského zákona č. 121/2000 Sb., včetně možných trestněprávních důsledků vyplývajících z ustanovení § 152
trestního zákona č. 140/1961 Sb.
 
 
 
Abstrakt: 
 
Práce se zabývá modelováním a řízením mobilních kolových robotů. Cílem 
práce je tvorba modelů podvozků kolových robotů. Dalším cílem je návrh řízení, 
které zaručí žádaný pohyb robota. Matematické modely robotů a řízení je 
realizováno v prostředí Matlab a Simulink. 
První část práce se zabývá matematickými modely podvozků s diferenciálním 
řízením, s Ackermanovým řízením a smykem řízeným podvozkem. 
V druhé části práce je popsán návrh řízení bez zpětné vazby a se zpětnou 
vazbou. Zpětnovazební řízení je rozděleno na řízení od bodu k bodu, řízení po dráze 
a řízení po trajektorii. 
Třetí část práce popisuje nastavení a ovládání aplikace demonstrující pohyb 
robota. 
Matematické modely jsou v práci ověřeny a výsledky řízení jsou 
prezentovány v grafech. 
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Abstract : 
The thesis deals with modelling and control of wheeled mobile robots. The 
objective of this thesis is modelling of wheeled mobile robots. The second objective 
is a proposal of control strategy, which guarantees accomplishment of specified 
motion of the mobile robot. A mathematical model of robots and a control strategy 
are realized in Matlab and in its toolbox Simulink. 
The first part of thesis deals with the mathematical models of diferentially 
driven mobile robot, robot with Ackerman steering and a skid steered robot. 
In the second part there are proposed algorithms of open-loop and feedback 
control. Feedback control is divided into point-to-point control, path following and 
trajectory tracking. 
The third part describes options and control of application, which serves to 
demonstration of motion of mobile robots. 
The mathematical models were verified and outcomes of control simulations 
are presented in graphs. 
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1. ÚVOD 
Práce se zabývá matematickými modely mobilních kolových podvozků 
robotů a možnostmi jejich řízení. 
Cílem práce je vytvořit matematické modely vybraných druhů podvozků, 
které budou schopny dostatečně věrně popsat chování podvozků na vodorovné ploše. 
Velká pozornost je věnována podvozku s diferenciálním řízením, neboť jeho použití 
v mobilní robotice je časté a je použit také v robotickém fotbale, kde je žádán rychlý 
pohyb robotů. Pro tento typ podvozku je vytvořen kinematický a dva typy 
dynamických modelů. 
Dalším cílem práce je probrat možné způsoby řízení mobilních kolových 
robotů a jednotlivé metody ověřit na vytvořených modelech podvozků. Metody 
řízení jsou rozděleny na řízení bez zpětné vazby a se zpětnou vazbou. Zpětnovazební 
řízení je děleno na řízení od bodu k bodu, řízení po dráze a řízení po trajektorii. 
Aby bylo možné demonstrovat pohyb a kvalitu řízení robota, zabývá se práce 
také animací pohybu robota. 
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2. MATEMATICKÉ MODELY PODVOZKŮ 
Mobilní robotika je odvětví vědy o robotech, kteří se mohou volně pohybovat 
v prostředí, pro které jsou určeni. Podle prostředí, ve kterém se pohybují, lze mobilní 
roboty dělit na vodní (plovoucí, podvodní), vzdušné (létající) a pozemní (kolové, 
kráčející, plazivé, skákavé, pásové), vesmírné. 
Velká pozornost se věnuje robotům pozemním, jelikož jejich aplikace je 
široká. Využití naleznou v jaderném průmyslu, zdravotnictví, stavebnictví, vojenství,  
při policejních úlohách, záchranných akcích, likvidaci požárů či práci v 
nebezpečném prostředí. V praxi se nejčastěji používají roboty s kolovými podvozky. 
Pro návrh řízení robota je vhodné mít k dispozici matematický model a řízení 
nejdříve simulovat a prověřit. Modely lze rozdělit na kinematické a dynamické. 
Kinematické modely jsou vhodné k simulaci pomalu pohybujících se robotů, 
u kterých nedochází k prokluzu či smyku mezi koly a podložkou. Nerespektují síly 
které na robota působí a dovolují proto provádět některé pohyby, které nejsou 
fyzikálně realizovatelné. Výhodou těchto modelů je jejich jednoduchost. 
Dynamické modely již počítají se silami, které na robota působí. Jsou vhodné 
k simulaci pohybu robota, který prudce zrychluje či mění směr. Jsou složitější a 
výpočetně náročnější než kinematické modely, popisují však pohyb robota věrněji. 
V následujících podkapitolách jsou popsány matematické modely vybraných 
druhů podvozků používaných v robotice. Předpokládá se, že se robot pohybuje po 
vodorovné podložce a kola jsou neustále v kontaktu s podložkou. 
 
2.1 PODVOZEK S DIFERENCIÁLNÍM ŘÍZENÍM 
Jedná se patrně o nejjednodušší a nejpoužívanější typ podvozku v mobilní 
robotice. Jeho výhodou je například dobrá manévrovatelnost a možnost použití 
odometrie. Nevýhodou je pak neschopnost překonávat větší překážky. 
Tato kapitola se zabývá kinematickým i dynamickými modely podvozku 
s diferenciálním řízením. Schéma podvozku je na Obr. 2.1. Pozice podvozku 
v kartézském souřadném prostoru je vztažena na bod COG. 
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Obr. 2.1: Schéma podvozku s diferenciálním řízením 
Konstanty, se kterými je při simulacích počítáno, a které charakterizují 
podvozek jsou: 
b = 0,065 m rozchod kol 
r = 0,025 m poloměr kol 
M = 0,5 kg hmotnost podvozku 
J = 5⋅10-4 kg⋅m2 moment setrvačnosti podvozku 
Jw = 2,75⋅10-5 kg⋅m2 moment setrvačnosti kola 
Tmax = 0,0375 Nm maximální točivý moment motoru 
Fmax = 1,5 N maximální tažná síla jednoho kola
C = 1⋅103 strmost závislosti třecí síly na rychlosti 
µ0 = 0,6 koeficient tření 
W = 2,45 N gravitační síla působící na jedno kolečko 
 
Tyto hodnoty konstant jsou společné pro všechny simulace pohybu podvozku 
s diferenciálním řízením, jejichž výsledky jsou v práci použity.  
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2.1.1 Kinematický model 
Kinematický model je nejjednodušší. Předpokládá se, že se podvozek během 
pohybu nesmýká a kola neprokluzují. Síly uvádějící robota do pohybu a setrvačné 
síly kinematický model rovněž nepopisuje. Těžiště robota COG (centre of gravity) se 
v každém čase otáčí kolem středu otáčení ICR (instantaneous centre of rotation), 
který leží na přímce dané společnou osou obou kol. 
Schéma kinematického modelu diferenciálního podvozku je na Obr. 2.2. Ze 
schématu je patrné, že stavovými veličinami jsou poloha x a y v kartézském 
souřadném prostoru a orientace celého podvozku ϕ vzhledem k ose x. Řídícími 
veličinami jsou dopředná rychlost podvozku v a rychlost otáčení podvozku ω. 
 
ϕcosv
ϕsinv
∫ ∫
∫
x&
y&
ω
v
y
x
ϕ
 
Obr. 2.2: Schéma kinematického modelu podvozku s diferenciálním řízením 
 
Stavové rovnice systému jsou následující: 
ωϕ
ϕ
ϕ
=
=
=
&
&
&
sin
cos
vy
vx
 (2.1)
 
Vztah mezi dopřednou rychlostí v a otáčivou rychlostí ω podvozku a 
obvodovými rychlostmi kol v1  a v2  popisuje následující vztah v maticové formě. 
v
v
v
bb
v
A=⎥⎦
⎤⎢⎣
⎡
⎥⎥⎦
⎤
⎢⎢⎣
⎡
−=⎥⎦
⎤⎢⎣
⎡
2
111
5.05.0
ω  (2.2)
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Protože je matice A regulární, lze rovněž ze znalosti v a ω vypočítat 
obvodové rychlosti kol v1 a v2. Vztahy pro výpočet obvodových rychlostí kol jsou 
tedy
ω
ω
2
2
2
1
bvv
bvv
−=
+=
 (2.3)
 
Vztah mezi obvodovou a úhlovou rychlostí kola je 
22
11
ω
ω
rv
rv
=
=
 (2.4)
 
kde r je poloměr kola. 
 
2.1.1.1 Verifikace modelu 
Ověření správnosti modelu bylo provedeno na kruhové dráze o poloměru R  = 
1 m za použití feedforwardu. Předpokladem je, že se robot bude pohybovat 
konstantní rychlostí v = 1 m⋅s-1 a projede dráhu pouze jednou. 
Bude-li se robot pohybovat zvolenou konstantní rychlostí v = 1 m⋅s-1, pak lze 
jednoduchým výpočtem zjistit, že za čas t = 6,28 s, urazí celou dráhu danou vztahem 
s = 2πr = 6,28 m. Aby robot dorazil v čase t do místa odkud vyjel, je ještě nutno 
dopočítat správně feedforward úhlové rychlosti otáčení ω. Hodnota úhlové rychlosti 
musí být ω = 1 rad⋅s-1, neboť právě za 6,28 s dojde k otočení robota o 2π radiánů. 
Poloha robota v kartézském souřadném prostoru, řízeného konstantními 
hodnotami řídících veličin v = 1 m⋅s-1 a ω = 1 rad⋅s-1 je na následujícím obrázku Obr. 
2.3. Z průběhu pozic v kartézském souřadném prostoru je patrné, že se robot 
pohybuje po kruhové dráze o poloměru R = 1 m a celou kruhovou dráhu urazí za t = 
6,28 s. 
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Obr. 2.3: Pozice robota x a y v kartézském souřadném prostoru 
 
2.1.2 Dynamické modely 
Dynamické modely podvozků jsou složitější, než modely kinematické, jelikož 
počítají se silami, které na podvozek během pohybu působí. V dalších podkapitolách 
budou popisovány 2 typy dynamických modelů podvozku s diferenciálním řízením. 
Model č. 1 počítá se setrvačnými silami působícími na tělo robota, model č. 2 počítá 
navíc se silami třecími, které působí mezi koly a podložkou. 
 
2.1.2.1 Dynamický model č. 1 
Tento model bere v úvahu síly potřebné k pohybu robota a setrvačné síly. 
Třecí síly jsou zanedbány, nepředpokládá se tedy smýkání a prokluzování kol. 
Těžiště robota COG se tedy, stejně jako u kinematického modelu, v každém čase 
otáčí kolem středu otáčení ICR. 
Dopřednou rychlost podvozku lze vypočítat podle 2. Newtonova zákona, 
který zní 
∑= FvM &  (2.5)
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Rychlost otáčení pak lze vypočítat z analogie 2. Newtonova zákona v 
úhlových veličinách 
∑= MJω&  (2.6)
 
Pohyb robota s diferenciálním řízením tedy popisují rovnice 
22 21
21
bFbFJ
FFvM
−=
+=
ω&
&
 (2.7)
 
kde v je dopředná rychlost robota a ω je rychlost otáčení podvozku kolem 
COG. 
F1 a F2 jsou síly vyvinuté motory. Jejich hodnota je dána následujícím 
zákonem 
maxmax
max
)(  pro       )(
)(  pro                 )(
FKsignFF
FKKF
iižiiži
iižiiži
≥−−=
<−−=
ωωωω
ωωωω
 (2.8)
 
Simulační schéma dynamického modelu č. 1 je na následujícím obrázku. 
 
x
y
ϕ∫∫
x&
y&
ϕ&
ω
vv&
ω&1F
2F
ž1ω
ž2ω
(2.8) (2.7) (2.1)
1ω
2ω
1v
2v
(2.3)(2.4)
 
Obr. 2.4: Schéma dynamického modelu č. 1 
2.1.2.1.1 Verifikace č. 1 
Ověření modelu je provedeno na přímočarém pohybu robota. Robot stojí na 
místě a pomocí feedforwardu je požadováno, aby jel konstantní dopřednou rychlostí 
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v = 2 m⋅s-1. Maximální síly F1 a F2 vyvinuté motory jsou omezeny na hodnotu F1 = 
F2 = 1,5 N. 
Robot začne zrychlovat a jelikož má jet po přímé dráze, jsou síly F1 a F2 
stejně veliké. Na robota o hmotnosti M = 0,5 kg působí celková síla F = 3 N a jeho 
zrychlení má tedy hodnotu a = 6 m⋅s-2. Požadované dopředné rychlosti v = 2 m⋅s-1 
tedy robot musí podle výpočtů dosáhnout asi za t = 0,33 s a síly F1 a F2 se začnou 
ustalovat na nulových hodnotách. 
Z Obr. 2.5 je patrné, že robot dosáhne rychlosti po čase, který odpovídá 
předem vypočítané hodnotě, tedy t = 0,33 s. Rovněž je vidět, že zrychlení robota je 
konstantní a jeho hodnota rovněž odpovídá vypočítané hodnotě. 
Na Obr. 2.6 jsou zobrazeny síly F1 a F2. 
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Obr. 2.5: Závislost dopředné rychlosti robota na čase 
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Obr. 2.6: Síly uvádějící robota do pohybu 
2.1.2.1.2 Verifikace č. 2 
Začnou-li na stojící podvozek s orientací ϕ = 0 radiánů působit konstantní síly 
opačného směru F1 = 1 N, F2 = -1 N, pak se podvozek začne otáčet se zrychlením, 
který je dán vztahem 
2-
21
rads 13022 =
−
=
J
bFbF
ω&  
 
V čase t = 1 s, tedy bude mít robot otáčivou rychlost ω = 130 rad⋅s-1 a od 
počátku se otočil o ϕ  = 65 radiánů. 
Orientace robota v čase je vykreslena na Obr. 2.7. 
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Obr. 2.7: Orientace robota v čase 
 
2.1.2.2 Dynamický model č. 2 
Tento model počítá se silami uvádějící robota do pohybu, se setrvačnými 
silami a s třecími silami. Robot se tedy může smýkat a kola prokluzovat. Střed 
otáčení ICR tedy může být během pohybu robota kdekoliv v kartézském souřadném 
prostoru. 
Podle 2. Newtonova zákona mají rovnice popisující pohyb v osách x a y 
následující tvar 
22
cossin
sincos
21
2
1
2
1
2
1
2
1
bFbFJ
SFyM
SFxM
i
i
i
i
i
i
i
i
i
i
i
i
−=
+=
−=
∑∑
∑∑
=
=
=
=
=
=
=
=
ϕ
ϕϕ
ϕϕ
&&
&&
&&
 (2.9)
 
Rovnice popisující rovnováhu momentů na ose kol jsou 
222
111
rFTJ
rFTJ
w
w
−=
−=
ω
ω
&
&
 (2.10)
  
Hodnota točivých momentů T1, T2 je dána následujícím zákonem 
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maxmax
max
)(  pro       )(
)(  pro                 )(
TKsignTT
TKKT
iižiiži
iižiiži
≥−−=
<−−=
ωωωω
ωωωω
 (2.11)
 
Ze znalosti třecích sil F1, F2, S1 a S2 a úhlu natočení podvozku lze přímo 
vypočítat zrychlení podvozku v osách x a y. Po integraci získáme rychlost a další 
integrací pozici robota v kartézském souřadném prostoru. 
Třecí síly jsou počítány ze zjednodušené funkce, kdy je třecí síla přímo 
úměrná vzájemné rychlosti mezi podložkou a plochou kola dotýkající se podložky, 
dokud nedosáhne třecí síla maximální hodnoty. Poté je i pro vzrůstající rychlost 
konstantní. Funkce je zobrazena na následujícím obrázku. 
 
- Fmax
Fmax
v
F
-ε
ε
 
εµ
ε
≥=
<=
vWF
vCvF
  pro     
  pro        
0
Obr. 2.8: Závislost třecí síly na rychlosti mezi podložkou a stykovou plochou 
kola 
 
Strmost průběhu je dána konstantou C. 
K výpočtu třecích sil je nutno znát dopřednou rychlost kola vF a boční 
rychlost kola vS. Rychlosti vF a vS jsou na sebe kolmé. Tyto rychlosti popisují rovnice 
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ϕϕ
ϕϕϕ
ϕϕϕ
cossin
2
sincos
2
sincos
21
2
1
yxvv
byxv
byxv
SS
F
F
&&
&&&
&&&
+−==
−+=
++=
 (2.12)
 
Rychlost vv mezi stykovou plochou kola a podložkou je dána složením boční 
rychlosti vS a rychlosti vP. Rychlost vP je dána rozdílem obvodové rychlosti kola a 
rychlosti kola vF. 
( ) ( )
FP
SP
v
vrv
vvv
−=
+=
ω
22
 (2.13)
 
Třecí síla P, která na kolo působí 
C
WvWP
C
WvCvP
v
vv
0
0
0
 pro       
 pro         
µµ
µ
≥=
<=
 (2.14)
 
Třecí sílu P lze rozložit na sílu F a sílu S, která udržuje robota na dráze při 
jízdě do oblouku. Tyto síly vyjadřují následující vztahy 
v
S
v
P
v
vPS
v
vPF
−=
=
 (2.15)
 
Zda robot zrychluje nebo brzdí, je závislé na směru působení síly F. Situaci 
popisuje následující obrázek Obr. 2.9. Pokud robot zatáčí, působí i síla S, která je 
rovnoběžná s osou kola a tedy kolmá na sílu F. 
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Obr. 2.9: Zrychlení a brždění 
 
Maximální hodnota třecí síly P pro jedno kolo je vypočtena podle vztahu 
WP 0µ=  z gravitační síly W, působící na kolo a třecího koeficientu µ0 mezi kolem a 
podložkou. 
Simulační schéma dynamického modelu č. 2 je na následujícím obrázku. 
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∫
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Obr. 2.10: Schéma dynamického modelu č. 2 
2.1.2.2.1 Verifikace č. 1 
Robot je veden z nulové počáteční rychlosti po kruhové dráze o poloměru R 
= 0,2 m zrychleným pohybem s dopředným zrychlením a = 0,5 m. Ze znalosti 
hmotnosti robota a koeficientu tření mezi podložkou a kolečky lze vypočítat, po jaké 
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době překročí hodnota odstředivé síly maximální hodnotu třecí síly, která robota 
udržuje na kruhové dráze a robot dráhu opustí. 
Maximální třecí síla, kterou mohou přenést kola je 
N 94.22 0 == WP µ  
 
Tato síla je složená ze síly F, pohánějící podvozek vpřed a na ni kolmé síly S. 
Má-li robot zrychlovat se zrychlením a = 0,5 m⋅s-1, pak síla pohánějící robota vpřed 
je konstantní. Její hodnota je dána vztahem 
N 0,25 == maF  
 
Maximální dostředivá síla, nebo-li třecí síla udržující robota na kruhové dráze 
je tedy 
N 93,222max =−= FPS  
 
Jakmile hodnota odstředivé síly, daná vztahem , přesáhne hodnotu 
S
RmFo
2ω=
max, dojde ke smyku podvozku a jeho vychýlení z kruhové dráhy. K této situaci tedy 
dojde platí-li 
MR
SMR maxmax
2 S >⇒> ωω  
 
Ke smyku podvozku tedy dojde, jakmile otáčivá rychlost podvozku dosáhne 
hodnoty ω = 5,41 rad⋅s-1. 
Hodnota dopředné rychlosti, po jejímž dosažení se robot dostane do smyku je 
dána vztahem pro výpočet obvodové rychlosti 
-1ms 08,1== Rv ω  
 
Této rychlosti robot zrychlující se zrychlením a = 0,5 m⋅s-1 dosáhne ze t = 
2,16 s. 
Na Obr. 2.11 je graf znázorňující vzdálenost robota od středu kruhové dráhy, 
tedy od bodu ICR. Z grafu je patrné, že v době odpovídající vypočítané hodnotě t = 
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2,16 s se vzdálenost odchyluje od žádané konstantní vzdálenosti R = 0,2 m a  robot 
se již nepohybuje po kruhové dráze. 
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Obr. 2.11: Vzdálenost robota od žádaného bodu ICR 
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Obr. 2.12: Dopředná rychlost robota 
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2.1.2.2.2 Verifikace č. 2 
Pravé kolo robota se točí konstantní rychlostí ω1 = 46 rad⋅s-1 a levé rychlostí 
ω2 = 34 rad⋅s-1. Při kontaktu kol s podložkou je vyvinuta třecí síla, která pohání 
robota vpřed. Maximální třecí síla přenesená levým i pravým kolem je 
N 47,1021 === WPP µ  
 
Na počátku přenášejí kola maximální třecí sílu, která způsobí, že se robot 
začne pohybovat vpřed. Síla S je nulová. Platí P1 = P2 = F1 = F2. Robot se pohybuje 
rovně, dokud platí 
2,1        0 =≥− i
C
W
vr Fi
µω  
 
Robot tedy musí jet rovně až do stavu, kdy začne platit 
C
W
vr F 02
µω <− , kde 2ω  je úhlová rychlost levého kola. 
 
V tomto okamžiku již levé kolo přenáší menší sílu, než pravé kolo a tělo 
robota se začne otáčet. Tento stav nastane v čase, kdy začne platit 
max
2
0
F
Mr
C
W
t
⎟⎠
⎞⎜⎝
⎛ +−
>
ωµ
, kde max2max1max PPF +=  
 
Robot se začne otáčet v čase t = 0,144 s. 
Výpočty potvrzuje graf na Obr. 2.13, kde je zobrazena orientace robota 
v kartézském souřadném systému. Robot startuje z pozice o souřadnicích [0; 0] a 
orientací ϕ = 0 rad. Z grafu je patrné, že do doby t = 0,144 s jede robot s nulovou 
orientací a od této doby začne zatáčet. 
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Obr. 2.13: Orientace robota 
 
2.1.3 Srovnání kinematického modelu a dynamických modelů podvozku 
s diferenciálním řízením 
Kinematický model popsaný v kapitole 2.1.1 je  vhodný k simulaci pomalých 
pohybů, u kterých se nemohou výrazně projevit setrvačné a třecí síly. 
Dynamický model č. 1 popsaný v kapitole 2.1.2.1 lze použít, pokud se robot 
nesmýká a kola neprokluzují, ale potřebujeme zohlednit síly uvádějící robota do 
pohybu a setrvačné síly. 
Dynamický model č. 2 popsaný v kapitole 2.1.2.2 popisuje pohyb robota 
nejvěrněji, neboť zohledňuje třecí síly mezi koly a podložkou a setrvačné síly. Je 
tedy vhodný k simulaci rychlých pohybu robota, kde třecí a setrvačné síly nelze 
zanedbat. 
Obr. 2.14 popisuje chování kinematického a dynamických modelů během 
pohybu. Žádaná trajektorie je pro všechny tři modely stejná, na obrázku vyznačena 
červenou přerušovanou křivkou. Dopředné zrychlení je také ve všech třech případech 
stejné, a = 0,5 m⋅s-2. 
ÚSTAV AUTOMATIZACE A MĚŘICÍ TECHNIKY 
Fakulta elektrotechniky a komunikačních technologií 
Vysoké učení technické v Brně
 
 26 
Na Obr. 2.14 A) je zobrazena trajektorie kinematického modelu, z které je 
patrné, že model přesně sleduje žádanou trajektorii, což ovšem není fyzikálně možné. 
Na Obr. 2.14 B) je zobrazena trajektorie dynamického modelu č. 1. Model již 
žádanou trajektorii není schopen sledovat, neboť se projevily setrvačné síly působící 
na tělo robota. 
Z Obr. 2.14 C) je patrné, že dynamický model č. 2 je od žádané trajektorie 
odkloněn nejvíce, neboť se projevil vliv setrvačnosti robota, moment setrvačnosti kol 
a odstředivá síla, která způsobí smyk robota. 
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Obr. 2.14: A) kinematický model, B) dynam. model č. 1, C) dynam. model č. 2 
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2.2 SMYKEM ŘÍZENÝ PODVOZEK 
Jedná se o podvozek s koly s jedním stupněm volnosti, uspořádaných tak, že 
je podvozek principiálně podobný pásovému podvozku. Jeho výhodou je schopnost 
pracovat v těžkém terénu. Nevýhodou pak, že zatáčení je realizováno smykem 
podvozku, což je energeticky náročné a nedovoluje použití odometrie k lokalizaci 
robota.  
Smykem řízený podvozek nemůže být popsán jednoduchým kinematickým 
modelem, neboť i při pomalém pohybu kola podvozku prokluzují a podvozek se 
smýká.  
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Obr. 2.15: Geometrie smykem řízeného podvozku 
Pozice podvozku v kartézském souřadném prostoru je vztažena na bod COG. 
Bod GC označuje geometrické centrum. 
Konstanty, se kterými je při simulacích počítáno, a které charakterizují 
podvozek jsou: 
a = 0,5 m rozvor kol 
b = 0,4 m rozchod kol 
p = 0,54 poměr vzdálenosti COG a os předních kol vůči a 
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r = 0,15 m poloměr kol 
M = 59 kg hmotnost podvozku 
J = 2 kg⋅m2 moment setrvačnosti podvozku
C = 5⋅103 strmost závislosti třecí síly na rychlosti 
µ0 = 0,61 koeficient tření 
W = 144,7 N tíha působící na jedno kolo 
 
Rovnice popisující pohyb jsou 
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K výpočtu třecích sil F, S je nutno znát dopřednou rychlost kola vF a boční 
rychlost kola vS. Rychlosti vF  a vS  jsou na sebe kolmé. Tyto rychlosti popisují 
rovnice 
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Rychlost vv mezi stykovou plochou kola a podložkou je dána složením boční 
rychlosti vS a rychlosti vP. Rychlost vP je dána rozdílem obvodové rychlosti kola a 
rychlosti kola vF. 
( ) ( )
FP
SP
v
vrv
vvv
−=
+=
ω
22
 (2.18)
 
Třecí síla P, která na kolo působí, je vypočtena ze stejné závislosti, kterou 
popisuje Obr. 2.8 v kapitole 2.1.2.2. 
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Třecí sílu P lze rozložit na sílu F a sílu S, která udržuje robota na dráze při 
jízdě do oblouku. Třecí síly F, S popisují vztahy 
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Schéma dynamického modelu smykem řízeného podvozku je na následujícím 
obrázku. 
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Obr. 2.16: Schéma modelu smykem řízeného podvozku 
 
2.2.1 Verifikace modelu 
Ověření modelu je provedeno na přímočarém pohybu robota. Robot stojí na 
místě a pomocí feedforwardu je požadováno, aby jel konstantní dopřednou rychlostí 
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v = 1 m⋅s-1. Maximální síly F1, F2, F3, F4 uvádějící robota do pohybu, jsou dány třecí 
silou mezi kolem a podložkou 
N 27,8804321 ===== WFFFF µ  
 
Na robota o hmotnosti M = 59 kg tedy působí celková síla F = 353,08 N a 
jeho zrychlení má tedy hodnotu a = 5,98 m⋅s-2. Požadované dopředné rychlosti v = 1 
m⋅s-1 tedy robot musí podle výpočtů dosáhnout asi za t = 0,17 s a síly F1, F2, F3, F4 
se začnou ustalovat na nulových hodnotách. Průběh sil je zobrazen na Obr. 2.17, 
průběh dopředné rychlosti na Obr. 2.18. 
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Obr. 2.17: Tažné síly působící na robota 
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Obr. 2.18: Dopředná rychlost robota 
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2.3 PODVOZEK S ACKERMANOVÝM ŘÍZENÍM 
Jedná se o typ podvozku, jež je používán u běžných automobilů. Jeho 
výhodou je použití v terénu, nevýhodou slabší manévrovatelnost. Geometrie 
podvozku je zobrazena na Obr. 2.19. 
θ
ϕ
θ
l
Rz
přední kola
zadní kola
θl
θp
ICR
Rp
vz
vp
b
B
x
y
 
Obr. 2.19: Geometrie Ackermanova podvozku 
Konstanty, se kterými je při simulacích počítáno, a které charakterizují 
podvozek jsou: 
l = 0,3 m rozvor kol 
b = 0,15 m rozchod kol 
 
Při tvorbě modelu se podvozek zjednoduší tak, že přední a zadní kola jsou 
nahrazena jedním. Rozdílná natočení předních kol při zatáčení lze pak dopočítat 
podle vztahů 
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Z Obr. 2.19 je rovněž patrné, že pokud podvozek zatáčí, tak zjednodušené 
přední kolo se pohybuje po kružnici o větším poloměru, než zjednodušené zadní 
kolo. Je proto rozdílné, zda má podvozek náhon na zadní či přední kola, a 
kinematické modely se proto také liší. Pozice podvozku v kartézském souřadném 
prostoru je vztažena v obou případech na bod B v ose zjednodušeného zadního kola. 
Rovněž rychlosti levého a pravého předního kola a levého a pravého zadního 
kola jsou při zatáčení rozdílné. Nebude-li mít podvozek pro každé kolo zvláštní 
pohon, je nutno podvozky tohoto typu osadit diferenciálem, který tyto rozdíly 
v rychlostech řeší. 
 
2.3.1 Kinematický model podvozku s pohonem zadních kol 
Vstupem soustavy je rychlost zjednodušeného zadního kola vz a úhel natočení 
zjednodušeného předního kola θ. Výstupem je poloha podvozku x, y v kartézském 
souřadném prostoru a jeho orientace ϕ  vzhledem k ose x. 
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Obr. 2.20: Kinematický model podvozku s pohonem zadních kol 
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Stavové rovnice systému: 
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(2.22)
 
2.3.1.1 Verifikace modelu 
K verifikaci byl použit feedforward zaručující pohyb robota po kruhové 
dráze. Předpokladem je konstantní natočení zjednodušeného předního kola o úhel θ = 
0,524 radiánů, neboli 30° a konstantní rychlost zjednodušeného zadního kola vz = 0,2 
m⋅s-1. 
Z geometrie podvozku lze vypočítat, že dobře sestavený model, vztažený na 
bod B (viz Obr. 2.19), pojede po kruhové dráze o poloměru 
m 52,0
tan
== θ
lRz  
 
Celková dráha tedy bude dlouhá s = 3,27 m. Vzhledem k dopředné rychlosti 
robota vz = 0,2 m⋅s-1 projede robot kruhovou dráhu za t = 16,34 s. Pozice robota 
v kartézském souřadném prostoru je na následujícím obrázku. 
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Obr. 2.21: Pozice robota x, y v kartézském souřadném prostoru 
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2.3.2 Kinematický model podvozku s pohonem předních kol 
Vstupem soustavy je rychlost zjednodušeného předního kola vp a jeho úhel 
natočení θ. Výstupem je poloha podvozku x, y v kartézském souřadném prostoru a 
jeho orientace ϕ  vzhledem k ose x. 
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Obr. 2.22: Kinematický model podvozku s pohonem předních kol 
 
Stavové rovnice systému: 
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2.3.2.1 Verifikace modelu 
K verifikaci byl použit feedforward zaručující pohyb robota po kruhové 
dráze. Předpokladem je konstantní natočení zjednodušeného předního kola o úhel θ  
= 0,524 radiánů, neboli 30° a konstantní rychlost zjednodušeného zadního kola vp = 
0,2 m⋅s-1. 
Z geometrie podvozku lze vypočítat, že zjednodušené přední kolo pojede po 
kruhové dráze o poloměru 
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 Celková dráha tedy bude dlouhá s = 3,77 m. Vzhledem k dopředné rychlosti 
robota vp  = 0,2 m⋅s-1 projede robot kruhovou dráhu za t = 18,85 s. Pozice robota 
v kartézském souřadném prostoru je na následujícím obrázku. 
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Obr. 2.23: Pozice robota x, y v kartézském souřadném prostoru 
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3. ŘÍZENÍ 
Řízení mobilních robotů spočívá v řízení akčních veličin takovým způsobem, 
aby robot vykonal žádaný pohyb. Řízení lze rozdělit na: 
• bez zpětné vazby 
• se zpětnou vazbou 
 
3.1 ŘÍZENÍ BEZ ZPĚTNÉ VAZBY 
Robot řízený bez zpětné vazby musí mít vypočítané žádané průběhy akčních 
veličin, které robota povedou po žádané trajektorii. Těmto dopředu známým 
průběhům akčních veličin se říká feedforward. 
Správně vypočtený feedforward zaručuje, že robot pojede po žádané 
trajektorii. To však platí pouze v případě, že na robota nepůsobí porucha a startuje 
z polohy a orientací, pro kterou byl feedforward vypočten. Vliv startovní pozice 
robota a jeho orientace na vykonanou trajektorii je patrný z Obr. 3.1. Na obrázku 
jsou vykresleny dvě posloupnosti pozic robota s Ackermanovým řízením. V obou 
případech je robot řízen identickými průběhy akčních veličin, liší se pouze startovní 
pozice a orientace robota. 
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Obr. 3.1: Vliv startovní pozice robota na jeho trajektorii  
3.1.1 Výpočet feedforwardu pro obecnou trajektorii v rovině x, y 
Je-li trajektorie spojitá hladká funkční závislost souřadnice y na x kartézského 
souřadného prostoru, lze pro každý bod této trajektorie vypočítat střed a poloměr 
oskulační kružnice. Z aktuální rychlosti v a poloměru oskulační kružnice R, na jejímž 
obvodu se robot nachází, lze vypočítat podle vztahu 
R
v=ω  úhlovou rychlost otáčení 
robota. 
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kde parametrem u může být například odlehlost s, čili délka dráhy od 
počátku. Je-li však požadovaná dráha vyjádřena jako závislost y(x), může být 
výpočet závislosti ρ(s) obtížný. V takovém případě je výhodnější hledat závislost 
ρ(x). Postup je popsán níže. 
Je-li závislost y na x přesně známa, můžeme analyticky vypočítat odlehlost 
křivky od počátku, což je délka dráhy, kterou robot urazil podle vztahu 
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Dosazením souřadnice x za parametr u v rovnici (3.2), dostaneme závislost 
odlehlosti s = s(x). 
Ze znalosti rychlostního profilu robota lze získat závislost odlehlosti na čase, 
tedy s = s(t). 
Je-li pak závislost s(x) získaná z rovnice (3.2) invertibilní, což znamená, že 
k funkci s = s(x) můžeme najít funkci inverzní x = s-1(s), pak lze dostat analytické 
vyjádření závislosti x na odlehlosti s, čili x = x(s(t)). 
Dosazení x za obecný parametr u do rovnice  (3.1), pak dostaneme vztah 
závislosti poloměru oskulačních kružnic na x. 
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3.1.2 Robot s diferenciálním řízením 
Robot s diferenciálním řízením je veden po trajektorii žádanou v rovině x, y 
parametricky 
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kde parametrem křivky je sama souřadnice x. Je požadováno, aby rychlost 
robota na začátku a na konci dráhy byla nulová. 
Postupem popsaným v kapitole 3.1.1 lze vyjádřit závislost parametru x na 
dráze s(t), kterou robot urazil. Tato závislost vyjádřená analyticky je 
 
4
1)16(
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2
−+= ssx  
 
Závislost oskulačních kružnic na parametru x je 
2
3
)41()( xxx +=ρ  
 
Nulová rychlost na začátku a na konci dráhy je zajištěna tak, že do poloviny 
dráhy robot zrychluje se zrychlením a = 0,2 m⋅s-2 a od poloviny dráhy zpomaluje se 
zrychlením a = -0,2 m⋅s-2. 
Na Obr. 3.2 jsou vykresleny pozice robota po 0,8 sekundách. K simulaci byl 
použit dynamický model č. 2. 
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Obr. 3.2: Pozice robota snímané v časových okamžicích po 0,8 s 
 
3.1.3 Robot s Ackermanovým řízením 
Robot s Ackermanovým řízením je veden po trajektorii, která je parametricky 
vyjádřena v rovnici (3.4) v kapitole 3.1.2. Rovněž postup vyjádření závislosti 
oskulačních kružnic na parametru x je tedy totožný. Opět je požadována nulová 
rychlost na začátku a konci dráhy. 
Pozice robota vykreslené po 0,8 sekundách jsou na Obr. 3.3. Robot do 
poloviny dráhy zrychluje se zrychlením a = 0,2 m⋅s-2 a od poloviny dráhy zpomaluje 
se zrychlením a = -0,2 m⋅s-2. 
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Obr. 3.3: Pozice robota snímané v časových okamžicích po 0,8 s 
 
3.2 ŘÍZENÍ SE ZPĚTNOU VAZBOU 
Aby bylo možné navrhnout nejlépe vyhovující řízení robota, je vhodné 
rozdělit řízení podle požadovaného pohybu robota následovně 
• řízení od bodu k bodu: Robot startující ze zadané pozice musí dosáhnout 
požadovaného cíle. 
• řízení po dráze: Robot startující ze zadané pozice musí sledovat žádanou 
dráhu. Pozice robota na dráze není určena časem. 
• řízení po trajektorii: Robot startující ze zadané pozice musí sledovat 
žádanou dráhu. Pozice robota na dráze je určena časem. 
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Pro výběr metody řízení je tedy podstatné, jaké nároky jsou kladeny na 
průběh pohybu robota. 
 
3.2.1 Řízení od bodu k bodu 
Robot musí být schopen ze zadané pozice a orientace v kartézském 
souřadném prostoru, dosáhnout cíle. Trajektorie, kterou robot při jízdě za cílem 
vykonal, není podstatná. Cílová pozice robota je dána souřadnicemi x a y, pak k 
řízení postačuje jednoduché reaktivní řízení. Případně může být požadována i cílová 
orientace robota, pak je vhodné například řízení se zpětnou vazbou od pozice a 
orientace robota. 
3.2.1.1 Reaktivní řízení 
Reaktivní řízení je vhodné k řešení problematiky navádění robota bod po 
bodu. Lze však použít i k navádění na pohyblivý cíl. 
Robot má definované zorné pole, v praxi realizované čidlem. Zorné pole má 
rozsah 2γ, jak je patrné z následujícího Obr. 3.4. 
CÍL
γ
γ
e
d
 
Obr. 3.4: Reaktivní řízení 
 
Podle pozice cíle a pozice a orientace robota lze vypočítat hodnotu úhlové 
odchylky e. Na základě této odchylky a šířky zorného pole je vyhodnoceno, zda cíl je 
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v zorném poli či mimo něj. Vhodnými funkčními závislostmi rychlosti v a úhlové 
rychlosti robota ω na odchylce e, pak lze definovat chování robota při jízdě za cílem. 
Řízení pro podvozek s diferenciálním řízením pak může vypadat například takto: 
 
Cíl je v zorném poli, γ≤e : 
eb
eav
sin
cos
=
=
ω  (3.5)
 
Cíl není v zorném poli, γ>e : 
ed
cv
sign ⋅=
=
ω  (3.6)
 
Reaktivní řízení pro podvozek s Ackermanovým řízením může vypadat 
například tak, že v rovnicích (3.5) a (3.6) bude místo ω vystupovat úhel natočení 
zjednodušeného předního kola θ. 
Není-li cíl v zorném poli robota, je dopředná rychlost robota rovna konstantě 
c. Rychlost změny orientace robota nebo natočení předního kola u Ackermanova 
podvozku, je dána konstantou d. Směr orientace pak znaménkem odchylky e. 
Jakmile je cíl v zorném poli, robot se dává do pohybu s dopřednou rychlostí závislou 
na konstantě a a odchylce e. Je-li e nulové, je rychlost maximální, tedy v = a. 
Zároveň dochází k neustálé kontrole hodnoty odchylky e od cíle a korekci změnou 
orientace robota. Rychlost změny orientace robota je závislá konstantě b a odchylce 
e. 
Je-li robot vybaven podvozkem s diferenciálním řízením, může být konstanta 
c = 0 m⋅s-1. Dopředná rychlost robota je tedy nulová a dochází pouze ke změně 
orientace robota, dokud není cíl v zorném poli robota. 
Je-li požadováno, aby robot blížící se k cíli začal zpomalovat a následně v cíli 
zastavil, nebo aby udržoval konstantní vzdálenost od pohybujícího se cíle, musí být 
známa vzdálenost robota od cíle d. Odchylku skutečné vzdálenosti d od žádané 
vzdálenosti dz lze použít jako vstup P regulátoru, je-li robot naváděn na statický cíl 
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nebo jako vstup do PI regulátoru, je-li robot naváděn na pohybující se cíl. Parametr a 
v rovnici (3.5) nyní nebude konstanta, ale hodnota vystupující z regulátoru. 
 
 
3.2.1.1.1 Robot s diferenciálním řízením 
V následujících kapitolách je popsáno reaktivní řízení aplikované na 
diferenciální podvozek. Simulační pokusy byly prováděny s dynamickým modelem 
č. 2, který je popsaný v kapitole 2.1.2.2. 
3.2.1.1.1.1 Navádění na statický cíl 
Robot naváděný na cíl reaktivním řízením bez měření vzdálenosti od cíle, 
cílem projede a poté se opět snaží nasměrovat na cíl a dojet k němu. Situace je patrná 
z Obr. 3.5 kde jsou vykresleny pozice robota v kartézském souřadném prostoru po 
časových okamžicích 0,15 s. Robot startuje z pozice A [3; 0] a orientací ϕ = 0 rad. 
Robot je naváděn na pozici CÍL [0; 0]. Konstanty řízení mají hodnoty a = 2 m⋅s-1, b = 
5 rad⋅s-1, c = 0 m⋅s-1,  d = 1,8 rad⋅s-1. 
Vzdálenost robota od cíle je vykreslena na Obr. 3.6. Z průběhu vzdálenosti 
robota od cíle je patrné, že robot cílem projel a poté se opět začal vzdalovat. Po 
změně orientace se robot začal opět přibližovat k cíli. 
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Obr. 3.5: Posloupnosti poloh robota snímané v časových okamžicích po 0,15 s 
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Obr. 3.6: Vzdálenost robota od cíle 
Plynulé zpomalení a zastavení robota v cíli, který startoval z různých pozic je 
zobrazeno na Obr. 3.7. Na obrázku jsou vykresleny pozice robota snímané po 
časových okamžicích 0,2 s. Robot startuje z různých bodů A, B, C, D, E, F, G, H 
s orientací ϕ = 0 radiánů vůči ose x a je naváděn do bodu CÍL [0; 0]. Z pozic robota 
po konstantních časových okamžicích je patrné zpomalení robota blížícího se k cíli. 
Konstanty řízení jsou stejné jako v předchozím případě, pouze místo konstanty a je 
k řízení plynulého dojezdu k cíli použit P regulátor se zesílením KR = 2, jehož 
výstupem je žádaná dopředná rychlost.
Průběh vzdálenosti robota od cíle, startujícího z pozice A, je zobrazen na Obr. 
3.8. 
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Obr. 3.7: Posloupnosti pozic robota snímané v časových okamžicích po 0,2 s
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Obr. 3.8: Vzdálenost robota od cíle 
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3.2.1.1.1.2 Navádění na pohybující se cíl 
V případě, že se cíl nepohybuje příliš rychle a příliš rychle nezatáčí, lze 
reaktivní řízení použít rovněž k navádění na pohybující se cíl. 
Řízení bylo ověřeno naváděním dynamického modelu č. 2 na cíl pohybující 
se konstantní dopřednou rychlostí v = 1,5 m⋅s-1 po kruhové dráze o poloměru r = 1m. 
Cíl startuje z pozice [0; -1] a robot z pozice [-0,5; -1]. Konstanty řízení mají hodnoty 
b = 5 rad⋅s-1, c = 0 m⋅s-1,  d = 1,8 rad⋅s-1. Žádaná vzdálenost robota od cíle je dž = 0 
m. Aby byla odchylka skutečné vzdálenosti od požadované vzdálenosti nulová, je 
k řízení dopředné rychlosti robota použit PI regulátor. Maximální dopředná rychlost 
je omezena na v  = 2 m⋅s-1. PI regulátor ve formě 
p
rrF iR += 0  má hodnoty 2,10 =r  a 
. 2,0=ir
Trajektorie robota a cíle od t = 0 s do t = 20 s je patrná z Obr. 3.9. 
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Obr. 3.9: Trajektorie robota a cíle
Průběhy pozice robota a cíle v čase jsou zobrazeny na Obr. 3.10 a Obr. 3.11. 
0 5 10 15 20 25
-1.5
-1
-0.5
0
0.5
1
1.5
t [s]
x 
[m
]
cil
robot
 
Obr. 3.10: Pozice robota a cíle v souřadnici x
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Obr. 3.11: Pozice robota a cíle v souřadnici y 
 
Na Obr. 3.12 zobrazen průběh vzdálenosti robota od cíle. 
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Obr. 3.12: Vzdálenost robota od cíle 
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3.2.1.1.2 Robot s Ackermanovým řízením 
Reaktivní řízení lze aplikovat také na podvozek s Ackermanovým řízením. 
Simulační pokusy byly prováděny s kinematickým modelem s pohonem zadních kol, 
který je popsaný v kapitole 2.3.1. 
 
3.2.1.1.2.1 Navádění na statický cíl 
Na Obr. 3.13 jsou zobrazeny pozice robota snímané po 0,3 s. Robot startuje 
z různých bodů A, B, C, D, E, F, G, H s orientací ϕ = 0 radiánů a je vždy naváděn do 
bodu CÍL [0; 0]. Konstanty řízení mají hodnoty b = 2 rad, c = 0,5 m⋅s-1,  d = 
4
π  rad. 
K řízení plynulého dojezdu k cíli je použit P regulátor se zesílením KR = 1,2, jehož 
výstupem je žádaná dopředná rychlost robota. Maximální dopředná rychlost robota je 
omezena na v  = 1,5 m⋅s-1. 
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Obr. 3.13: Posloupnosti pozic robota snímané v časových okamžicích po 0,3 s 
 
3.2.1.1.2.2 Navádění na pohybující se cíl 
Řízení bylo ověřeno naváděním kinematického modelu na cíl pohybující se 
konstantní dopřednou rychlostí v = 1 m⋅s-1 po kruhové dráze o poloměru r = 1m. Cíl 
startuje z pozice [0; -1] a robot z pozice [-0,5; -1]. Konstanty řízení mají hodnoty b = 
2 rad, c = 0,5 m⋅s-1,  d = 
4
π  rad. Aby byla odchylka skutečné vzdálenosti od 
požadované vzdálenosti nulová, je k řízení dopředné rychlosti robota použit PI 
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regulátor. Maximální dopředná rychlost robota je omezena na v  = 1,5 m⋅s-1. PI 
regulátor ve formě 
p
rrF iR += 0  má hodnoty 2,10 =r  a 35,0=ir . 
Trajektorie robota a cíle je na Obr. 3.14. Robot dožene cíl asi za dobu t = 14 
s, jak je patrno z následujícího průběhu vzdálenosti robota od cíle na Obr. 3.15.  
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Obr. 3.14: Trajektorie robota a cíle 
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Obr. 3.15: Vzdálenost robota od cíle 
 
3.2.1.1.3 Smykem řízený robot 
Smykem řízený podvozek nelze popsat kinematickým modelem a tudíž nelze 
jednoduše vyjádřit závislost rychlosti kol na žádané dopředné rychlosti v a otáčivé 
rychlosti ω. Chování podvozku je však podobné jako chování podvozku 
s diferenciálním řízením a lze na něj tudíž aplikovat stejný zákon reaktivního řízení. 
Konstanty řízení mají hodnoty b = 5 rad⋅s-1, c = 0 m⋅s-1,  d = 1,8 rad⋅s-1. K výpočtu 
žádaných rychlostí kol jsou použity rovnice (2.3) popsané v kapitole 2.1.1. 
Na Obr. 3.16 jsou pozice robota naváděného do statického bodu CÍL [0; 0]. 
Robot startuje z různých bodů s orientací ϕ = 0 radiánů. Z obrázku je patrné, že 
řízení vždy dovede robota do cíle. K řízení plynulého dojezdu k cíli je použit P 
regulátor se zesílením KR = 1,5, jehož výstupem je žádaná dopředná rychlost robota. 
Maximální dopředná rychlost robota je omezena na v  = 1,5 m⋅s-1. 
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Obr. 3.16: Posloupnosti pozic robota snímané v časových okamžicích po 0,4 s 
 
3.2.1.2 Řízení v polárních souřadnicích 
Toto řízení lze použít, je-li kromě cílové pozice definována i cílová orientace 
robota. Problematika je patrná z Obr. 3.17. 
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Obr. 3.17: Startovní a cílová pozice 
Osa xR souřadného systému robota svírá s vektorem x úhel α.  Vektor x 
spojuje střed souřadného systému robota se středem souřadného systému cílové 
pozice. Odchylky robota od cílové pózy lze vyjádřit v polárních souřadnicích 
následovně
γαϕβ
ϕα
ρ
+−−=
∆∆+−=
∆+∆=
),(2arctan
22
yx
yx
 (3.7)
 
Kinematický model podvozku s diferenciálním řízením vyjádřený v nových 
polárních souřadnicích je pak maticově popsán takto 
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0sin
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0cos
1
1
&
&
&
 (3.8)
 
Řídící veličiny v a ω musí zaručit ustálení odchylek ρ, α, β na nulové 
hodnoty. Zákon řízení splňující tuto podmínku je popsán rovnicemi 
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Po dosazení rovnic (3.9) do rovnice (3.8) získáme zpětnovazební systém 
zapsaný maticově 
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Řízení bylo ověřeno naváděním robota s diferenciálním řízením na bod CÍL 
[0; 0], přičemž konečná orientace robota má být γ = 
2
π  radiánů. Startovní pozice 
robota jsou body A, B, C, D, jak je patrné z Obr. 3.18. Startovní orientace robota je 
vždy ϕ = 0 radiánů. Hodnoty proporcionálních regulátorů jsou: kρ = 2,6, kα = 8, kβ = 
-1,5. 
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Obr. 3.18: Posloupnosti pozic robota snímané v časových okamžicích po 0,4 s 
 
3.2.2 Řízení po dráze 
Robot startující ze zadané pozice musí sledovat žádanou dráhu. Pozice robota 
na dráze není určena časem. Řízení tedy musí pouze zajistit, aby robot dráhu 
neopustil. 
3.2.2.1 Reaktivní řízení 
Řízení robota je realizováno pomocí čidel, které detekují dráhu. V praktické 
realizaci může dráhu určovat například vodící páska, kterou detekují optická čidla. 
Rozmístění čidel ovlivňuje přesnost vedení po dráze. 
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3.2.2.1.1 Podvozek s diferenciálním řízením 
Řízení bylo testováno pomocí kinematického modelu podvozku. Kinematický 
model je pro tento způsob řízení dostačující, neboť se nepředpokládá rychlý pohyb 
robota. 
Rozmístění čidel na podvozku je patrné z Obr. 3.19. 
b
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Obr. 3.19: Rozmístění čidel na robotovi s diferenciálním řízením 
Řízení je ověřeno na dráze, kterou zobrazuje červená křivka na Obr. 3.20. Je 
počítáno s nekonečně malou šířkou dráhy, po které je robot veden. Je požadováno, 
aby se robot po dráze pohyboval konstantní rychlostí v = 0,3 m⋅s-1. Čidla jsou 
umístěna tak, že d = 0,04 m. Aby byl patrný vliv vzdálenosti čidel c na pohyb robota,  
jsou k řízení použity 2 hodnoty vzdálenosti c. Vzdálenosti čidel c = 0,065 m 
odpovídá modrá křivka, vzdálenosti čidel c = 0,04 m odpovídá zelená křivka na Obr. 
3.20. Je patrné, že menší vzdálenost mezi čidly zpřesňuje vedení po dráze, může však 
vést k horšímu rozlišení, na jakou stranu robot z dráhy vybočuje. 
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Obr. 3.20: Žádaná a skutečná trajektorie  
 
3.2.2.1.2 Podvozek s Ackermanovým řízením 
Rozmístění čidel na podvozku s Ackermanovým řízením je patrné z Obr. 
3.21. 
čidlo
c
d
 
Obr. 3.21: Rozmístění čidel na robotovi s Ackermanovým řízením 
Robot se má pohybovat po žádané dráze, na Obr. 3.22 zobrazena červenou 
křivkou, konstantní rychlostí v = 0,3 m. Opět je počítáno s nekonečně malou šířkou 
dráhy. Čidla jsou umístěna tak, že d = 0,35 m. Řízení je pak ověřeno na dvou 
vzdálenostech čidel c. Výsledné dráhy robota jsou zobrazeny na Obr. 3.22. 
Z výsledků je patrné, že příliš malá vzdálenost mezi čidly vede ke zhoršení přesnosti 
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vedení na dráze. Poloha podvozku v kartézském souřadném prostoru je dána bodem 
B, viz Obr. 2.19, proto je startovní pozice robota v bodu [0; -0,35]. 
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Obr. 3.22: Žádaná a skutečná trajektorie 
 
3.2.3 Řízení po trajektorii 
Na pohyb robota jsou kladeny největší požadavky, neboť robot musí sledovat 
žádanou dráhu a pozice robota na dráze je určena časem. Pohyb je tedy časově 
deterministický. 
3.2.3.1 Zpětnovazební řízení s feedforwardem 
Tato kapitola se zabývá řízením diferenciálního podvozku po trajektorii. 
Základním předpokladem je znalost geometrie požadované trajektorie a 
rychlostní profil robota. V takovém případě jsou známy i žádané časové průběhy 
souřadnic xz(t), yz(t) a orientace robota ϕz(t). Z těchto průběhů lze z rovnic 
kinematického modelu (2.1) vypočítat žádané průběhy řídících veličin vz(t) a ωz(t), 
neboli feedforward řídících veličin. Žádaná poloha a orientace je tedy dána 
stavovými rovnicemi 
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Pokud robot startuje z jiné pozice, než pro kterou byl vypočítán feedforward 
nebo pokud na robota působí porucha, robot přestane požadovanou trajektorii 
sledovat. Je proto nutné k řízení doplnit zpětnou vazbu, která bude schopna odchylky 
korigovat. 
Definice odchylek je patrná z Obr. 3.23.  
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Obr. 3.23: Odchylky od trajektorie 
Odchlylky e1 a e2 jsou vyjádřeny přepočtem žádaných souřadnic xz, yz do 
skutečného souřadného systému robota, jak popisuje rovnice 
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Odchylka e3 je dána rozdílem žádané orientace robota ϕz a skutečné orientace 
ϕ. Odchylky e1, e2 a e3 tedy popisují rovnice 
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Po derivaci rovnic (3.13) podle času dostaneme 
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Dosazením rovnic (2.1) a (3.11) do rovnice (3.14) dostáváme rovnice 
popisující dynamiku odchylek v závislosti na žádaných a skutečných hodnotách 
akčních veličin. Rovnice dynamiky odchylek tedy jsou 
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Rovnice (3.15) představují stavové rovnice dynamického systému, kde e1, e2 
a e3 jsou stavové veličiny a vz, v, ωz a ω jsou vstupy systému. 
Skutečné hodnoty akčních veličin lze vyjádřit jako 
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kde u1, u2 jsou odchylky od žádaných hodnot akčních veličin. Dosadíme-li 
rovnice (3.16) do rovnic (3.15) dostaneme 
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Tyto rovnice představují nelineární systém se vstupními veličinami u1 a u2. 
Za předpokladu, že odchylky e1, e2, e3 od žádané trajektorie jsou malé, pak jsou malé 
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i akční veličiny u1, u2. Rovnice (3.17) tedy lze linearizovat kolem rovnovážných 
hodnot e10 = e20 = e30  = u10 = u20 = 0. Systém po linearizaci je tedy popsán rovnicemi 
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V maticové formě 
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Obecně lze systém (3.19) vyjádřit pomocí stavových matic 
)()()()()( ttttt uBeAe −=&  (3.20)
 
Zavedením zpětné vazby od vektoru stavů dostaneme nový stavový popis ve 
tvaru 
[ ] )()()()()()()()()()( tttttttttt eKBAeKBeAe −=−=&  (3.21)
 
Vhodným nastavením matice K(t) je tedy možné nastavit vlastní čísla nové 
matice zpětných vazeb )()()( ttt KBA − , která zaručí nulové hodnoty odchylek e1, e2, 
e3 v ustáleném stavu. 
Vzhledem k časově proměnným hodnotám žádaných vstupů vz(t) a ωz(t) je 
systém časově variantní a rovněž hledaná matice K(t) je časově variantní. 
Řízení bylo ověřeno na dynamickém modelu č. 2 podvozku s diferenciálním 
řízením. Žádaná trajektorie robota je kružnice o poloměru R = 0,5 m. Startovní 
pozice robota je [0; 0] a orientace ϕ = 0 rad. Je požadována konstantní dopředná 
rychlost robota v = 1 m⋅s-1. Vypočítané hodnoty feedforwardu akčních veličin, které 
zaručí za ideálních podmínek pohyb po žádané trajektorii, jsou konstanty vz = 1 m⋅s-1  
a ωz = 2 rad⋅s-1. Vlastní čísla matice BKA −  jsou nastavena na hodnoty λ = [–1, -2, 
-4]. Matice K je v tomto případě konstantní a má hodnoty 
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Žádaná trajektorie a skutečná trajektorie dynamického modelu č. 2, včetně 
pozic robota po konstantním časovém okamžiku 0,05 s je na Obr. 3.24. Z obrázku je 
patrné, že se řízení vyrovná s nesprávnou startovní pozicí robota, než pro kterou byl 
feedforward vypočítán. Rovněž porucha způsobená setrvačností robota při rozjíždění 
je eliminována. 
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Obr. 3.24: Žádaná a skutečná trajektorie robota 
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Obr. 3.25: Odchylky skutečné pozice robota od žádané pozice 
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4. ANIMACE POHYBU MOBILNÍHO ROBOTA 
K animaci a demonstraci pohybu mobilního robota slouží aplikace 
MobilníRobot vytvořená v prostředí Matlab. 
Demonstrace je provedena formou animace pohybu robota v kartézském 
souřadném prostoru. Dále jsou vykresleny souřadnice v osách x a y v čase, orientace 
robota v čase a závislost souřadnice robota y na x. 
 
4.1 UŽIVATELSKÁ PŘÍRUČKA APLIKACE MOBILNÍROBOT 
4.1.1 Vstupní data 
Vstupní data pro aplikaci MobilníRobot jsou získávána ze simulací 
v prostředí Matlab – Simulink. V prostředí Simulink je potřeba nastavit konstantní 
časový krok simulace, aby byl pohyb animován také po konstantních časových 
okamžicích. Zapsáním výstupů modelu podvozku x [m], y [m], ϕ [deg] ve správných 
jednotkách, do souboru data.mat, který musí být ve stejném adresáři jako aplikace 
MobilníRobot, je vytvořen potřebný soubor vstupních dat pro aplikaci. Soubor 
data.mat tedy obsahuje matici dat, kde první řádek tvoří hodnoty času t, druhý 
hodnoty souřadnice x, třetí hodnoty souřadnice y a čtvrtý hodnoty orientace robota ϕ 
ve stupních. 
 
4.1.2 Spuštění aplikace 
Aplikace sestává ze souboru MobilníRobot.m, který je nutno spustit 
v prostředí Matlab jako funkci bez parametrů zadáním příkazu mobilnirobot na 
příkazové řádce. 
Po spuštění se otevře úvodní okno aplikace. 
 
4.1.3 Nastavení animace 
Uživatel má možnost nastavit 3 parametry animace. Tyto parametry jsou 
krok, násobek rychlosti a stopy. 
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Obr. 4.1: Nastavení animace 
4.1.3.1 Krok 
Hodnota krok udává časový interval mezi vykreslením jednotlivých stop, 
vyznačující pozice, ve kterých se robot nacházel. Hodnota se udává v sekundách. Pro 
správnou funkci je nutno vhodně nastavit hodnotu časového kroku simulace, ze které 
jsou získávána data. 
4.1.3.2 Násobek rychlosti 
Hodnota násobek rychlosti ovlivňuje rychlost běhu animace. Hodnota větší 
než 1 animaci zrychlí, hodnota menší než 1 animaci zpomalí. Implicitně je nastavena 
hodnota 1, doba běhu animace pak odpovídá době jízdy robota. Rychlost běhu 
animace však může být ovlivněna poměrně vysokými nároky na hardware počítače. 
4.1.3.3 Stopy 
Po zatrhnutí políčka stopy jsou v okně animace pohybu robota vykreslovány 
jednotlivé stopy pozic robota, ve kterých se robot nacházel. Počet vykreslených stop 
je dán hodnotou časového intervalu mezi stopami, viz kapitola 4.1.3.1. 
 
4.1.4 Ovládání aplikace 
K ovládání aplikace slouží 5 tlačítek jejichž funkce je popsána níže. 
4.1.4.1 Tlačítko Start 
Tlačítko slouží ke spuštění animace. 
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4.1.4.2 Tlačítko Stop 
Tlačítko slouží k zastavení animace. 
4.1.4.3 Tlačítko Kurzor 
Stiskem tlačítka dojde k zobrazení kurzoru, kterým lze zjistit souřadnice 
v okně animace, či jednotlivých grafech. Kliknutím levého tlačítka myši dojde 
k vypsání souřadnic pozice, na které se kurzor nacházel. Kurzor lze deaktivovat 
kliknutím pravého tlačítka myši. 
4.1.4.4 Tlačítko Náhled 
Stiskem tlačítka dojde k zobrazení okna, ve kterém jsou detailněji zobrazeny 
pozice robota v kartézském souřadném prostoru. 
4.1.4.5 Tlačítko Zavřít 
Ukončení aplikace. 
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5. ZÁVĚR 
V rámci práce byly vytvořeny a verifikovány matematické modely podvozků 
s diferenciálním řízením, s Ackermanovým řízením a smykem řízeného podvozku. 
Podvozek s diferenciálním řízením je v práci rozebrán nejpodrobněji. Pro tento typ 
podvozku byl vytvořen kinematický model, dynamický model č. 1 a dynamický 
model č. 2. Chování těchto modelů je porovnáno a jsou rovněž osvětleny příčiny 
rozdílného chování. Pro podvozek s Ackermanovým řízením byl vytvořen 
kinematický model podvozku s náhonem zadních kol i podvozku s náhonem 
předních kol. Dynamickým modelem tohoto podvozku se práce nezabývá. Pro 
smykem řízený podvozek byl vytvořen dynamický model. Kinematický model pro 
tento podvozek vytvořit nelze, neboť se podvozek při zatáčení smýká. 
Dále byly popsány metody návrhu řízení pro jednotlivé modely a všechny 
navržené metody ověřeny simulacemi v prostředí Matlab-Simulink. Pro diferenciální 
podvozek bylo v práci ověřeno řízení feedforwardem, dále pak metody řízení od 
bodu k bodu, řízení po dráze a řízení po trajektorii. Pro Ackermanův podvozek bylo 
ověřeno řízení feedforwardem, řízení od bodu k bodu a řízení po dráze. Pro smykem 
řízený podvozek byla ověřena metoda řízení od bodu k bodu. 
K demonstraci pohybu a kvality řízení byla vytvořena aplikace v prostředí 
Matlab animující pohyb robota. 
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Příloha 1  - Struktura adresáře CD 
\DIFERENCIALNI - modely podvozku a řízení 
\ACKERMANUV - modely podvozku a řízení 
\MODELY 
\SMYKEMRIZENY - modely podvozku a řízení 
\ANIMACE - aplikace MobilníRobot 
\TEXT - text diplomové práce ve formátu pdf 
- popisný soubor (metadata) 
 
